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#1.
Losningsforslag: Lat oss borja med att kalla placeringarna A till F for att gora
var losning mer lattlast.

Lattast Svarast
A B C D E F
Erland 3 2 4 1 5 6
Rebecka 2 1 5 3 6 4
Olov 4 2 5 3 6 1

a) Vi borjar med att notera att alla fick lika manga ritt. Av de totalt 18 giss-
ningarna (6 gissningar var for 3 personer) maste da det totala antalet korrekta
gissningar vara delbart med 3. Dessutom maste det minst vara 6 korrekta
gissningar eftersom alla placeringar hade atminstone en korrekt gissning.

Placering A och F gissade alla olika pa, sa dér &r det exakt en gissning som &ar
korrekt. Pa placering B till E gissade tva personer samma problem, sa dir kan
det finnas antingen en eller tva korrekta gissningar. Maximalt kan det darmed
finnas 1 +2+ 2+ 2+ 24 1 = 10 korrekta gissningar.

Nu vet vi att det gjordes minst 6 rdtta gissningar, max 10 rétta gissningar,
samt att antalet ratta gissningar &r jamnt delbart med 3. Darmed gjordes det
antingen 6 eller 9 korrekta gissningar.

For att det skall vara endast 6 korrekta gissningar maste exakt en gissning for
varje placering vara korrekt. Det betyder dock att problem 1 &r bade pa place-
ring B och placering D, vilket inte &r mojligt. Ddrmed &r den enda mojligheten
att det gjordes 9 korrekta gissningar totalt, tre per person.

Svar: Varje person hade 3 rétt.

b) Pa placering A respektive F kommer endast en person ha rétt. For att kunna
na 9 korrekta gissningar maste da tre av de fyra aterstaende placeringarna
(B-E) ha tva som gissat rétt.

Lat oss titta pa problem 5. Eftersom nagon gissat rétt pa varje placering maste
problem 5 antingen ha placering C eller E. Antag att problem 5 &r pa placering
E, da har endast en person gissat rétt pa E. Det betyder ocksa att problem 5
inte kan vara pa placering C, sa dven dédr hade endast en person ritt. Detta
motséger dock att endast en av placeringarna B till E hade en korrekt gissning.
Alltsa var vart antagande fel att problem 5 var pa placering E. Istédllet maste
problem 5 vara pa placering C, och da foljer att problem 6 maste vara pa
placering E.
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Déarmed hade Erland fel pa savil C som E. Dessutom hade han fel pa placering
F, eftersom vi vet att problem 6 var pa placering E. Han maste darmed haft
ritt pa alla de tre aterstaende placeringarna (A, B och D). Nu vet vi att
problem 3 var rétt pa placering A, problem 2 rétt pa placering B, och problem
1 ratt pa placering D.

Vi vet nu att problemen kommer i ordning 3, 2, 5, 1, 6, och det svaraste
problemet maste darmed ha varit det endast aterstaende, problem 4.

Den korrekta raden ser diarmed ut som i tabellen, och nu aterstar det bara att
dubbelkolla att det blev exakt 9 korrekta gissningar, tre for varje person.

Lattast Svarast
A B C D E F
Korrekt 3 2 5 1 6 4
Erland 4 5 6
Rebecka 2 1 3 @
Olov 4 2] 5] 3 6] 1

Losningsforslag: Vi borjar med att konstatera att eftersom a > 0 sa #r a® > 0.
Det ger att b*> = 1 — a® < 1, vilket ger att b < 1. Pa samma sitt kan vi konstatera
att a < 1,dvs 0 < a,b < 1.

Specifikt vet vi att 1—a > 0 och 1—b > 0. Det betyder att braken &r definierade, och
att olikheten inte byter riktning ifall vi skulle vilja multiplicera med dessa faktorer.

Betrakta nu uttrycket i mitten

a? b?

1—b+1—a

Vi kan skriva om a? = 1 — b% och b* = 1 — a2.

a? N b2 _1—b2+1—a2
1-b 1—a 1—=-b 1-—a

Enligt konjugatregeln éir 1 —b? = (1 —b)(1+b), och motsvarande for a. Det ger oss

1—b2+1—a2_(1+b)(1—b)+(1+a)(1—a)
1-b 1—a 1—b 1—a

Slutligen kan vi forkorta med (1 —b) respektive (1 —a) som finns i bade téljare och
namnare. Vi far

(14+0)(1—0b) n (14+a)(l—a)

=1 1+a=2
- - +b+l+a=2+a+b

Vi har alltsa kommit fram till att uttrycket i mitten kan skrivas som 2 + a + b.
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Satter vi in detta nya uttryck i var ursprungliga olikhet far vi
3<2+4+a+b<4
dvs
1<a+b<2

Vi har redan konstaterat att a < 1 och b < 1, och da ar a + b < 2. Vi har darmed
visat den hogra olikheten.

Nu aterstar att visa den vanstra olikheten 1 < a 4+ b.

Eftersom bada sidorna i olikheten &r positiva kan vi kvadrera uttrycken med bevarad
olikhet, dvs
1<a+b & 1°<(a+b)?

Om vi utvecklar hogerledet far vi
(a+b)? = a*+2ab+b* = (a® + b*) + 2ab = 1 + 2ab
eftersom det dr givet i uppgiften att a? + b? = 1. Eftersom bade a och b #r positiva

ar 2ab > 0, dvs 1 + 2ab > 1, med andra ord (a + b)? > 1.

Darmed har vi visat dven den vanstra olikheten.

Losningsforslag: Lat oss rita figuren och namnge de hittills ej namngivna skér-
ningspunkterna som S, T och F. Darefter drar vi hjélplinjerna BD och ST, samt
héjden Ay i triangeln ASMT och hy i triangeln ADM B. Se figur 1.

Lat oss borja med att undersoka linjen ST'. Eftersom

|AS| AT 1

|AB| ~ |AD| 2
ar ASAT en topptriangel i ABAD, och darmed ar ST parallell med BD. Dessutom

dr lingdforhallandet 3, dvs |ST| = 3|BD|.

Eftersom ZSMT och ZDMB &r vertikalvinklar, och ST &r parallell med BD, sa
&r trianglarna ASMT och ADM B likformiga. Dessutom vet vi att |ST| = 3| BD)|,
dvs langdforhallandet &r 1 : 2. Detta betyder ocksa att h; = %hg.

Eftersom ST, EF och BD alla ar parallella ger detta att
ISE|  hi 1

|EB| ~ hy 2
dvs E delar strackan SB 1 forhallande 1 : 2.

Problemet efterfragar langden av strickan AE

|AE| = |AS| + |SE|
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Figur 1: Problem 3

AS vet vi ar halva kvadratens sida, sa den &ar 6 cm lang. SB dr den andra halvan,
ocksa 6 cm lang. Da E delar SB i forhallande 1 : 2, betyder detta att |SE| = 2 cm.

|AE| = |AS|+ |SE| =6 cm+ 2 cm = 8 cm

Svar: Strackan AFE ar 8 cm.

Losningsforslag: Lat oss beteckna antalet géster med n. Efter varje spelomgang
delar Moster Ester ut totalt 1 4+ 2+ --- 4+ n mynt. Denna aritmetiska summa kan

beraknas som .

Efter totalt k spelomgangar har Moster Ester delat ut totalt 2024 mynt. Alltsa vet

vi att
n(n+1)

2

k = 2024

Lat oss nu primtalsfaktorisera 2024:
2024 =2-2-2-11-23

Alltsa géller
I n(n+1)

=2-2-2-11-23
2
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dvs
k-n(n+1):2-2-2-2-11-23

Eftersom vi bade har faktorn n och n 4 1 betyder det att vi av primtalsfaktorerna
maste kunna skapa tva pa varandra foljande tal. Ett av dessa tal maste vara udda,
vilket endast kan vara 1, 11, 23 eller 11 - 23 = 253.

Det kan inte vara 253 eftersom produkten n(n + 1) da blir storre &n 2024. Det kan
inte heller vara 11 eftersom vi da med 6vriga faktorer maste kunna bilda antingen
10 eller 12, vilket inte gar eftersom vi varken har en 5:a eller en 3:a. Slutligen kan det
inte heller vara 1 eftersom vi vet att Moster Ester hade minst fyra géster (priasterna
fran Manchester).

Detta lamnar att n eller n + 1 maste vara 23. Om n = 23 maste vi kunna bilda fak-
torn 24, vilket dr omojligt eftersom vi inte har nagon 3:a i var primtalsfaktorisering
av 2024. Déaremot gar det att bilda 22 = 2 - 11, vilket ger att n = 22 och Moster
Ester hade saledes 22 géster.

Svar: Moster Ester hade 22 géster.

Losningsforslag: Lat oss borja med att sétta beteckningar samt dra tva radier
som i figur 2

Figur 2: Problem 5

Pythagoras sats for den nedre triangeln ger da att cirkelns radie, hypotenusan, kan

skrivas som
r? =152 + 2% = 225 + 22
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Fran den 6vre triangeln far vi att hypotenusan dven kan skrivas som
r? =77 4 (44 — x)? = 49 + 44* — 882 + 2*
Satter vi samman dessa tva uttryck far vi
225 + 2 = 49 + 44% — 88x + 2?

176 = 44* — 88z
44% — 176 = 88x
Eftersom bade 176 och 88 ar delbara med 44, kan vi dividera alla termer med 44:

44 —4 =2z

x =20
Sitter vi in detta i uttrycket r? = 225 + 22 far vi

r? = 225 + 202 = 225 + 400 = 625

dvs r = 25, vilket ger att cirkelns diameter ar 50.

Losningsforslag: Lat oss beteckna den totala summan av alla tal i rutnétet med S.

Den storsta mojliga totala summan S, for ett rutnédt av storlek 2024 x 2024 dar
alla tal som mest dr 2023, dr 20242 - 2023. P4 samma sétt 4r den minsta mdjliga
summan Sy, = 20242 - (—2023) = —Spax.

Om det fortfarande finns nagra rader eller kolumner med negativ summa, véalj da
en av dessa, vilken som helst, och utfér operationen pa talen i den (vi kan kalla
detta ett smart drag). Om denna rad eller kolumn tidigare hade summa —n, sa far
den summa +n efter att alla tal multiplicerats med —1. Detta gor att S okar med
2n, och eftersom n > 1 gor det att S dkar med minst 2.

Lat oss endast gora smarta drag.

Eftersom varje smart drag okar totalsumman med minst 2, kan vi som allra mest
gora

Smax - Smin - Smax - <_Smax) . 2Smax

2 B 2 2

smarta drag i rad. Detta betyder att vi forr eller senare (efter som mest Sy, sSmarta
drag) inte kan ha nagra fler smarta drag tillgédngliga. Att det inte finns nagot smart
drag tillgdngligt betyder att det inte finns nagon rad eller kolumn med negativ
summa att vilja.

= Smax

Alltsa har vi visat att det dr mojligt att na ett rutnét utan negativa rad- och
kolumnsummor.



