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HOGSTADIETS MATEMATIKTAVLING 2024 /25
FINALTAVLING 25 JANUARI 2025
LOSNINGSFORSLAG

Losningsforslag: Vi borjar med att notera att vi i den fjdrde ekvationen divi-
derar med y. Eftersom division med noll ej ér tillatet vet vi att alla 16sningar har

y # 0.

Vi sétter nu in de fyra forsta ekvationerna i den sista ekvationen:
x
F+Y+R+A:(x+y)+(x—y)+:c~y+§:0

Forenklar vi detta far vi .
2r+zry+—=0
Yy

Eftersom vi har ett = i alla termer kan vi bryta ut det
1
T <2 +y+ —) =0
Y

§(2y+y2+1)20

Darefter bryter vi ut i

Nu ser vi att vi kan anvinda kvadreringsregeln y? + 2y + 1 = (y + 1)? och far da
x
“(y+1)2=0
Y

Denna ekvation har lésningar da nagon av faktorerna I eller (y + 1)? dr lika med

noll.
Faktorn % = 0 precis néir z = 0. Da kan y vara vilket virde som helst férutom noll
(som vi konstaterade i borjan av 16sningen).

Faktorn (y +1)2=0da y +1 =0, dvs y = —1. Denna faktor ir helt oberoende av
x, vilket gor att ekvationen &r uppfylld om y = —1 oavsett vad z &r.

Svar: Ekvationen dr uppfylld nér x = 0 och y # 0, samt for alla x da y = —1.

Losningsforslag: Varen 2025 finns det en gammal gren, och n nya grenar véxer
ut, sa att triadet hosten 2025 har precis n bér och n + 1 grenar.

I borjan av ar 2026 har tréddet n+ 1 grenar, och far ddrmed n(n+ 1) nya grenar och
lika manga bér det aret. I slutet av 2026 finns det n(n+1)+(n+1) = (n+1)(n+1) =
(n +1)? grenar.



Ar 2027 bérjar tridet med (n 4 1)? grenar, och nytillvixten blir n(n + 1) nya
grenar (och bir), sa att vid arets slut har tridet totalt n(n + 1)? + (n + 1) =

(n+1)*)(n+1) = (n+ 1)3 grenar.

Ar | Grenar i bérjan | Nya grenar/bir | Grenar i slutet
2025 1 n n+1
2026 n+1 n(n+1) (n+1)?
2027 (n+1)2 n(n + 1) (n+1)3

Om tridet i borjan av ett ar har (n + 1)* grenar, sa kommer det viixa till n(n + 1)
nya grenar det aret. Alltsa kommer tridet ha n(n+1)'+(n+1)" = (n+1)'+(n+1) =
(n + 1)1 i slutet av aret (och ddrmed i bérjan av niista ar).

Lat nu t vara antalet ar som gatt sedan 2025. Eftersom att vi vet att ar 2026 =
2025 + 1 inleds med (n + 1)! grenar, sa kommer ar 2025 + ¢, enligt det vi visade i
forra stycket, inledas med exakt (n + 1)" grenar.

Ar Grenar i borjan | Nya grenar/bér | Grenar i slutet
2025 1 n n+1
2026 n+1 n(n+1) (n+ 1)
2027 (n+ 1) n(n+1)> (n+1)3

2025+t (n+ 1) n(n+ 1) (n+ 1)t

Om tridet har (n + 1)" grenar vid arets borjan, sa kommer n(n + 1)! nya grenar

viixa till, och Yin kommer alltsa plocka n(n + 1)! bir. Vi vill alltsa 16sa ekvationen

n(n+1)" = 500 = 2?2.5°

Vi kan nu forst utesluta fallet n = 0, eftersom 0 -1 = 0 # 500. Alltsa maste n > 0,
sa da maste n + 1 > 1. Vi kan da konstatera att i sa fall maste 0 < t < 3, eftersom
3 ar den storsta exponenten i primtalsfaktoriseringen av 500.

Nu kan vi systematisk ga igenom de fyra fallen:

t=0gern-(n+1)°=mn-1=>500. Alltsa skulle Yin skérda 500 frukter redan ar
2025. Vi utesluter detta alternativ eftersom Yin hade rdknat ut att det skulle
ta flera ar innan hon kan fa en sa stor skord.

ger n(n+1) = 2253, Eftersom n och n + 1 &r tva pa varandra féljande tal #r
hogst ett av dem delbart med 5. Det betyder att alla tre faktorerna 5 maste
vara tillsammans. Det betyder att en av faktorerna dr minst 125, och da skulle
vi ha n(n + 1) > 124 - 125 > 500. Detta &r alltsa inte mojligt.

ger n(n + 1)? = 22 - 53, Eftersom vi kvadrerar (n + 1)-termen sa har vi bara
ett fatal alternativ for n 4+ 1, ndmligen 1, 2, 5 och 10. Motsvarande véirden for
n blir da 0, 1, 4 och 9, men inget av dessa alternativ ger n(n + 1)? = 500.
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t =3 ger n(n+1)3 = 2%.5% Vi ser fran primtalsfaktorerna att da maste n + 1 vara
antingen 1 eller 5. Om n+ 1 = 1 blir n = 0 vilket inte fungerar. Forn+1 =75
far vi n = 4, och det ger en l6sning till ekvationen.

Alltsa maste t = 3 (och n = 4). Déarfor kommer Yin skorda precis 500 bér ar
2025 + 3 = 2028.

Svar: Ar 2028.

Losningsforslag: Beteckna vinkeln OBC med v. Da dr ZBCD = 4u.

Lat F vara skdrningspunkten mellan BC och OF, och lat GG vara skdrningspunkten
mellan KA och CD.

4v

0 C A

Figur 1: Problem 3

Eftersom OF och C'D ér parallella, och BC och E A ar parallella, sa ar fyrhérningen
EFCG en parallellogram. I en parallellogram &r motstaende vinklar alltid lika.
Dérmed ar LZFEG = 4.

Lat oss nu titta pa triangeln AOFE. Eftersom OA och OF ar radier i kvartscirkeln
ar de lika langa och ddrmed &r triangeln AOFE likbent. I en likbent triangel ar
basvinklarna lika, dvs ZOAE = ZOFEA. Men ZOFA = ZFEG = 4v. Alltsa ar
ZOAFE = 4.

Da BC och FA é&r parallella ar vinklarna OC'B och OAF likbeldgna (och darmed
lika), vilket ger ZOCB = ZOAE = 4v.

Slutligen tittar vi pa vinkelsumman i triangeln OCB och ser att
180° = ZOBC + £Z0CB + £ZBOC = v + 4v + 90°

dvs
v=18°

Svar: Vinkeln OBC' ar 18°.
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Losningsforslag: Det dr naturligt att tédnka sig att det storsta mojliga vérdet
fas nér siffrorna star i storleksordning: K =1, N =2,...,T =9.

For att bevisa detta borjar vi med ett hjdlpresultat: om X < Y &r tva siffror som
star intill varandra i K NEPIGAST sa &r uttryckets virde storre om X kommer
fore Y &n omvént (och alla andra siffror forblir pa samma plats).

For att visa detta ser vi forst att
X<Y=X’<Y?’=Y?-X?>0

Detta betyder att vi for vilka som helst intilliggande platser £ och k + 1 kan vi
jamfora deras tva mojliga bidrag till uttrycket:

EX2 4+ (k+1D)Y2=kY?+ (k+1D)X2+ (Y2 - X)) > kY2 + (E+1)X?

Eftersom de andra termerna forblir desamma ser vi att uttryckets véarde blir storre
om den mindre av de tva intilliggande siffrorna X och Y star forst.

Vi vill nu anvanda detta for att visa att uttrycket ar som storst nér
KNEPIGAST = 123456789

Det finns ett dndligt antal mojliga virden pa KN EPIGAST sanagot av dem maste
ge ett maximalt varde for uttrycket.

Antag att vi har funnit ett varde for K NEPIGAST som ger uttrycket sitt maxi-
mala virde och dér det finns intilliggande siffror som star i omvénd storleksordning.
Da sédger vart hjalpresultat att vi kan byta plats pa dessa tva siffror och fa ett storre
varde for uttrycket. Men detta strider mot vart antagande att vi borjade med ett
virde for KNEPIGAST som gav uttrycket sitt storsta mojliga vérde.

Alltsa finns inga par av siffror som star i fel ordning, och KNEPIGAST =
123456789 ger det storsta mojliga véirdet pa uttrycket. Uttryckets summa ar ddrmed

1-1242-224+43-3244-424+5-5246-6°+7-7"+8-82+9-9> =
=P+ 28 4+3+824+53+634+73+8+9°
=14+ 8+27+64+125+216+ 343 +512+729 = 2025

Svar: Summan av uttrycket blir 2025.

Losningsforslag: Yins forsta och andra regel betyder att tre pa varandra foljande
lampor alltid kommer bilda en likbent triangel med sidorna 5, 5 och 8.

Lat oss betrakta fyra pa varandra foljande lampor som ligger pa punkterna A, B,
C, respektive D. Vi vet att ABC bildar en 5 — 5 — 8-triangel. Nar Yin har placerat
ut dem, finns det tva mojliga placeringar for D, betecknade med D; och D i figur
2.
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Figur 2: Problem 5

Lat oss undersoka vad som hénder om den 4:e lampan ligger i punkt Ds. Framfor
allt ar vi intresserade av om avstandet fran D, till A ar storre eller mindre &dn 8
meter (Yins tredje regel).

Notera att triangeln ABC' &r kongruent med triangeln BC'D, (bada &r 5-5-8-
trianglar). Beteckna deras basvinkel med v. Lat oss ocksa beteckna skédrningspunkten
mellan AC och BD; med X.

Betrakta triangeln BXC'. Eftersom ZCBX = ZCBDy =voch ZBCX = /ZBCA =
v sa ar triangeln BC' X likformig med triangeln ABC'. Sidoférhallandet mellan benen
och basen i triangeln ar g. Det ger att:

5 25
BX| = |CX| = SIBC| = 2

Detta ger ocksa att

25 39
| XDy = |XA| = |BDy| — |BX|=8— -8
Alltsa &r triangeln AX Dy likbent. Den har dven samma toppvinkel som triangeln
BXC sa éven dessa tva trianglar dr likformiga, vilket ger att triangeln AX Dy &r
likformig med triangeln ABC.

Vi kan notera detta i figur 3:



Figur 3: Problem 5

Eftersom 39

| X Dy| = 5 <5=|AB|
ar triangeln Dy X A mindre &n triangeln ABC. Dérmed &r basen ADs kortare &n
motsvarande bas AC, dvs |AD,| < 8.

Alltsa dr denna placering av den fjarde lampan enligt Yins tredje regel ogiltig.
Dérmed maste den fjarde lampan vara pa punkt D;.

Pa samma sétt finns det for ndsta lampa, E, bara en mojlig placering enligt samma
resonemang (eftersom B, C', D, E bildar fyra pa varandra féljande lampor).

Det gor att Yin kommer stéilla lamporna lings med tva parallella linjer, varannan
lampa pa varje linje, med 8 meters mellanrum. Linjerna &r pa ett sadant avstand
till varandra att tva pa varandra foljande lampor far 5 m avstand till varandra.

Figur 4: Problem 5

Om Yin staller ut 37 lampor kommer alltsa L;l = 19 lampor ligga pa samma

linje som den forsta lampan. Avstandet mellan den forsta och sista av dessa blir da
8- (19— 1) = 144 m.

Svar: Den 37:e lampan &r 144 m fran den forsta lampan.
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Losningsforslag: Lat oss numrera alla 2025 rutor i 45 x 45-rutnétet, med start
langst upp till hoger, i hornet déar 2 x 2-brickan placerats. Vi numrerar 1, 2, 3, 4, 5,
1, 2, 3, osv, i savél rader som i kolumner (se figur 5).

Eftersom 45 &r delbart med 5 kommer vi att ha nio stycken av varje siffra i varje
rad. Saledes har vi lika manga av varje siffra 1-5 i hela rutnétet.

1/5/4/3/2 1
2 413 2
1,54 3
1,54

1|5

Figur 5: Problem 6

Vi ldgger nu ocksa mérke till att med den hir numreringen kommer 1 x 5-brickan
alltid técka precis en av varje siffra, oberoende av hur den placeras. Néar vi placerat
ut de 404 stycken 1 x 5-brickorna kommer de darfér, oberoende av hur de placerats,
tacka lika manga av varje siffra, och ddrmed ldmna kvar precis en av varje siffra 1-5
for att téckas av 1 x 1-brickan och 2 x 2-brickan.

Nu tittar vi pa 2 x 2-brickan. Den brickan técker tva stycken 2:or. Om vi placerat
alla 1 x 5-brickor har vi dock bara en av varje siffra kvar att tdcka. Vi kan alltsa
inte placera alla brickor i ett rutnét av denna form, &ven om bitarna tillsammans
tacker just 2025 rutor.

Svar: Det &r inte mojligt att tacka hela rutnétet med brickorna.

Notera att vi kan anvinda samma argument pa alla placeringar av 2 x 2-brickan. Det
gar alltsa inte att ticka brddet alls med bitarna, oavsett var 2 x 2-brickan placeras.



