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HOGSTADIETS MATEMATIKTAVLING 2023 /24
KVALIFICERINGSTAVLING 8-14 NOVEMBER 2023
LOSNINGSFORSLAG OCH BEDOMNINGSMALL

Varje uppgift ger 0-3 poiang. Endast svar utan motivering ger 0 poing savida inte annat
anges i riattningsanvisningarna. Helt korrekt 16sning ger 3 poédng. Endast hela poédngtal ges.

Uppgifterna kan ofta losas pa manga olika séitt och det &r troligt att eleverna hittar andra
l6sningsmetoder #n de nedan foreslagna. Bedomningsmallen visar de delpodng som ges for oli-
ka steg i de foreslagna losningarna, och dessa poédngtal ska adderas. Om eleven har astadkommit
en annan losning eller dellésning tjinar bedémningsmallen som utgangspunkt fér bedémningen.

Tack for er medverkan!

Losningsforslag: Lat oss borja med att beteckna ett godtyckligt tvasiffrigt tal med tiotalssiffra
a och entalssiffra b. Det tvasifiriga talet kan da uttryckas som 10a + b dér a &r vilken siffra som
helst forutom noll, och b kan vara vilken siffra som helst.

Det sokta talet, eller talen, dr lika med summan av sin sifferprodukt (a - b) och sin siffersumma
(a +b). Det betyder att vi kan teckna sambandet

a-10+b=a-b+(a+D)
Forenklar vi detta far vi
10a = ab+a

Nu noterar vi att a # 0 vilket betyder att vi kan dividera med a i bade hogerledet och vinsterledet.
Vi far da
10=b+1
b=9
Sambandet géller alltsa for alla tvasiffriga tal med entalssiffra 9, oavsett virde pa tiotalssiffran a.

De sokta talen &r alltsa 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, samt 99. Att alla dessa fungerar foljer fran
att vi haft ekvivalenser i alla led i 16sningen.

(Ifall vi hade haft en annan 16sningsmetod hade vi méjligtvis behovs verifiera att alla dessa nio
tal uppfyller villkoret.)

Svar: 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Uttrycker sambandet ”talet &r lika med summan av sin sifferprodukt

och sin siffersumma” i korrekt ekvation +1p
Utesluter alla tal som inte slutar pa 9 med god motivering (till exempel 16st ekvation) — +1p
Bestdmmer alla nio tal (och verifierar dem, om elevens valda l6sningsmetod kréver det) +1p

Losningsforslag: Lat oss borja med att rita en figur och beteckna vinklarna i triangeln med
x, y och z. Da blir de tre yttervinklarna 180° — x, 180° — y och 180° — z.

Summan av alla yttervinklar blir

(180° — ) + (180° — y) + (180° — z) = 540° — (z + y + )



180 -z

Figur 1:

Men x +y+ z &r ju precis summan av vinklarna i triangeln, och summan av vinklarna i en triangel
ar alltid 180°. Déarmed far vi att yttervinklarnas summa &r

540° — (z +y + 2) = 540° — 180° = 360°

Vi vet att yttervinklarna forhaller sig som 7:9:14, dvs yttervinklarna kan skrivas som 7m, 9m och
14m for nagot oként tal m. Vart forsta mal dr att bestdmma detta m.

Vi kan nu berdkna summan av yttervinklarna igen, eftersom vi vet att deras summa &r 360°:
™m + 9m + 14m = 30m = 360°
dvs

~360°
30

=12°

m
Detta betyder att yttervinklarna &r
Tm =17-12° = 84°

9m =9-12° = 108°
14m =14 -12° = 168°
Var och en av vinklarna i triangeln dr 180° minus sin yttervinkel, dvs triangelns motsvarande
innervinklar &r
180° — 84° = 96°

180° — 108° = 72°

180° — 168° = 12°
Triangelns minsta vinkel dr darmed 12°.

Svar: Triangelns minsta vinkel &r 12°

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Antar att triangeln har vissa bestdmda vinklar, eller ndgon bestdmd form (t.ex. likbent
eller ratvinkling), och borjar dérefter utfora berikningar pa denna. Detta kommer inte
leda till fullstdndig l6sning, men de tva forsta podngen nedan kan inte heller delas ut. Op

Ritar figur och betecknar vinklar och yttervinklar i triangeln pa ldmpligt generellt séitt +1p
Bestdammer summan av alla yttervinklar till 360° +1p
Bestdmmer korrekt den minsta vinkeln +1p
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Losningsforslag 1: Lat Moster Esters alder vara m. Da &r dven medelaldern av alla gister
m. Detta ger att summan av alla 26 gésters aldrar ar 26m.

Nér Moster Ester dr i vardagsrummet dr medelaldern m + 3. Eftersom det da &r 15 géster samt
Moster Ester i rummet finns dér 16 personer. Detta betyder att summan av allas aldrar &r

16(m + 3) = 16m + 48
Rédknas vi bort Moster Ester, vars alder &r m, sa dr summan av ovriga gésters aldrar

(16m + 48) — m = 15m + 48

I koket sitter nu 6vriga 11 géster. Summan av deras aldrar dr nu totala gistaldern (26m) minus
totala aldern for alla de som sitter i vardagsrummet (15m + 48), dvs

26m — (15m + 48) = 11m — 48
Eftersom Moster Ester gatt in i koket finns dér 12 personer med totala aldern
(11m — 48) + m = 12m — 48

Medelaldern av de 12 personerna ir

12m — 48
12 o

m—4

Medelaldern i koket dr alltsa 4 ar mindre dn Moster Esters alder.

Losningsforslag 2: Istéllet for att Moster Ester gar mellan vardagsrummet och koket, kan vi
tdnka oss att hon ocksa har bjudit in sin tvillingsyster, och stéller systern i koket medan hon sjéilv
star i vardagsrummet. Eftersom systern har samma alder som moster Ester dndrar detta inga
medelvéirden.

Lat Moster Esters alder vara m. Da &r dven medelaldern av alla géster m. Detta ger att summan
av alla 26 gisters aldrar dr 26m.

Medelaldern hos alla i vardagsrummet, och i kéket, om vi rdknar med Moster Ester och hennes
imaginéra tvillingsyster, ar
26m+m+m
28

dvs fortfarande m, Moster Esters alder.

I vardagsrummet berdknar vi medelaldern hos 16 personer, de 15 gésterna och Moster Ester.
I koket berdknar vi medelaldern hos 12 personer (11 géster samt Moster Esters tvillingsyster).
16 _

Medelaldern beriiknas alltsa 6ver 15 = % fler i vardagsrummet.

Eftersom alla dessa 28 personers medelalder (26 giister, Moster Ester, samt hennes tvillingsyster) dr
Moster Esters alder, maste medelaldern relativt Moster Esters alder vara % lagre i koket &n den &r
mer i vardagsrummet. Dvs, eftersom medelaldern dr 3 mer &n Moster Esters alder i vardagsrummet,
ar den % -3 = 4 mindre i koket.

Svar: 4 ar mindre.

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Forstar att summan av alla aldrar bor berdknas, samt att aldern i

vardagsrummet berdknas éver 16 personer och i kdket 6ver 12 personer. +1p
Uttrycker korrekt totala alder for de 15 géister som sitter i vardagsrummet,

eller stiller upp nagon relevant relation mellan medelaldern i kéket och vardagsrummet — +1p
Bestammer korrekt att medelaldern i koket &r 4 mindre &n Moster Esters alder +1p
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Losningsforslag: Observera att endast svar krévs pa detta problem. Hér foljer nagra olika sétt
att uttrycka de tre svaren med alla de sex givna talen. Notera att det kan finnas fler sétt, vilka
sjalvklart ocksa dr korrekta, sa linge alla sex givna tal anvinds.

2023 = 2-10-1004+25+5—-7
= 25-5-(10+7)—100—2

2024 = (25—2)(100—10+5—7)
= 100-(25—5)+2-7+10
= (B+47+100-10) -2

2025 = (100 — 25)(5-7+2 — 10)
= 25-(100—2-7—10+5)
= (104742)-100+5-25
= (10 (742)—5)-25—100

Poing:
Endast svar med uttryck rdicker.

Uttrycker 2023 med alla givna tal och operationer +1p
Uttrycker 2024 med alla givna tal och operationer +1p
Uttrycker 2025 med alla givna tal och operationer +1p

#5.
Losningsforslag 1: Var strategi for denna losning &r att forst bevisa att det inte riacker med
tre vikter. Dérefter finner vi en uppsittning med fyra vikter som visar att det gar att skapa alla
hela ton fran 3 till 9.

Anta att vi har tre vikter A, B och C, med vilka det gar att skapa alla sju vikter 3 — 9 ton. Vi
kan &#ven anta att A < B < C. Med dessa tre vikter kan vi da bilda féljande sju summor:

A

B

c

A+ B
A+C
B+C
A+B+C

Dessa sju summor maste nu motsvara precis de sju vikterna 3 — 9 ton.

Den léttaste vikten som kan skapas dr den som endast innehaller vikt A (eftersom A &r den ldttaste
av de tre vikterna). Denna maste da vara den minsta av de sju vikterna 3 — 9, dvs 3 ton, eftersom
var och en av de sju summorna motsvarar en av de sju vikterna.

Men om A = 3 vet vi att B > 3 och C > 3, dvs alla kombinationer av tva vikter kommer viga
minst 3+ 3 = 6 ton. Detta betyder att vi for att fa fram vikterna 4 och 5 ton maste ha B = 4 och
C =5.

Dettagernuatt A+ B=3+4=7A+C=34+5=8 B+C=44+5=90chA+B+C =
34445 =12 ton. Vi kan dérmed inte skapa vikten 6 ton under dessa antaganden, vilket betyder
att tre vikter inte récker till.
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Slutligen en konstruktion som fungerar med 4 tal: 3, 4, 5 och 6, eftersom dessa fyra tal kan bildas
med enstaka vikter och de resterande kan skrivas som 7 =3+ 4,8 =3+ 5 och 9 =3 +6.

Exempel pa andra uppsiittningar av fyra tal som fungerar: {1,2,3.4}, {1,2,3,5}, {2,2,3,4}, {1,2,3,7},
{1’2’4?8}7 {1’173’6}’ {1’3’4’5}7 {1’375’7}' .t

Losningsforslag 2: Med k tal kan man bilda (som mest) 2% olika summor. En av dessa maste
dock vara 0 (den summa som inte innehéller nigra termer), si som mest 2¥ — 1 av dem kan vara
de sju summorna fran 3 till 9. Detta ger att minst 3 tal méste anviindas (2% — 1 =7).

Om de 3 talen ska kunna bilda 7 olika nollskilda summor, maste de dock vara olika. De maste
ocksa vara storre #n eller lika med 3, eftersom vi inte kan slosa nagon nollskild summa pa att
vara mindre dn 3. Alltsa &r de tre talen som minst 3, 4 och 5, men da bli den stérsta summan
3+4+5 =12 > 9. En av summorna skapar saledes en vikt som inte dr mellan 3 och 9, och ddrmed
tvingas vi ”slésa bort” en av de sju summorna péa denna vikt. Aterstar nu sex summor som skall
ticka in sju vikter. Detta dr sjalvklart omojligt. Alltsa dr det inte mojligt att gora detta med 3
(eller farre) tal.

Slutligen en konstruktion som fungerar med 4 tal: 1, 3, 5 och 7.

Svar: Viktualia maste atminstone ha fyra vikter.

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Provar nagra olika uppséttningar med 3 tal, och drar slutsatsen att det inte gar Op
Motiverar med (om #n vagt) resonemang att 3 tal inte &r tillréickligt +1p
Motiverar mycket vél att 3 tal inte &r tillrackligt +1p
Visar att 4 tal récker, genom att ge en uppséttning tal,

samt verifiera att alla vikter kan skapas +1p

Losningsforslag 1: Summan av alla tal i rutnétet ar
(244)-3+6-3+21+(24+34+4)-24+6-1+(4+2)-3=

=18+ 18+21+18+6+ 18 =99

Vigens summa skall vara 30, dvs de tva delarnas summa skall vara 99 — 30 = 69. Men, bada
delarna skall ha samma summa, sa deras gemensamma summa maste vara ett jaimnt tal. Detta ar
en motségelse. Det finns salunda inga mojliga véigar.

Losningsforslag 2: Summan av alla tal i rutnétet dr udda, eftersom radernas summor ar
j+itu+i+i+ji=u

Den slingriga viigens summa ér jimn (30). Didrmed maste de tva delarnas summa vara u — j = w.
Men summan av tva lika tal blir aldrig udda, vilket betyder att villkoret aldrig kan vara uppfyllt.

Svar: Det finns inga losningar eftersom en slingrig vig av viarde 30 alltid delar upp rutnétet i en
udda och en jamn del.

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Ritar nagra slingriga vagar och ser att i dessa fall &r den 6vre och den nedre delen olika.
Drar darefter slutsatsen, utan generellt resonemang, att det inte gar.



Berdknar rutnitets summa till 99, eller inser att totalsumman &r udda +1p
Drar ritt slutsats (att det dr omdjligt), med korrekt (om &n vagt) generellt resonemang +1p
Mycket god motivering +1p



