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HOGSTADIETS MATEMATIKTAVLING 2024 /25
KVALIFICERINGSTAVLING 6-12 NOVEMBER 2024
LOSNINGSFORSLAG OCH BEDOMNINGSMALL

Varje uppgift ger 0-3 poang. Endast svar utan motivering ger 0 poing savida inte annat
anges i rattningsanvisningarna. Helt korrekt 16sning ger 3 poédng. Endast hela podngtal ges.

Uppgifterna kan ofta losas pa manga olika sétt och det &r troligt att eleverna hittar andra
l6sningsmetoder &n de nedan foreslagna. Bedomningsmallen visar de delpodng som ges for oli-
ka steg i de foreslagna losningarna, och dessa poéngtal ska adderas. Om eleven har astadkommit
en annan l6sning eller dellésning tjdnar bedémningsmallen som utgangspunkt for bedémningen.

Tack for er medverkan!

Losningsforslag: Lat en marksten ha radie r. Eftersom den &r cirkulér har den da arean
Amarksten = 777"2
Totalt har Yin lagt ut 100 markstenar, dvs med den total arean

100 A parksten = 100772

Markstenarnas radier dr 1% av den cirkelformade tridgardens radie. Detta ger att tridgardens
radie 4r 100r. Darmed har den arean

Atradgérd = 77(1007”)2 =" 10027”2

Delen av triadgarden som técks av marksten blir ddrmed

100Amarksten 100772 1

Atrédgérd B - 10027‘2 B ﬁ

Svar: Totalt téicks 1% av tridgarden av marksten.

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Uttrycker tridgardens radie i termer av en markstens radie (eller omviéint) +1p
Uttrycker tradgardens och en markstens area i en variabel +1p
Korrekt svar med valmotiverad 16sning, utan antagande att stenarna har en viss radie +1p

Losningsforslag: Observera att ingen 16sning krivs pa denna uppgift. Endast svar ricker. Nedan
foljer ett resonemang som leder oss fram till réatt svar.

Lat oss forst titta pa det totala antalet 6dla-vixt-moten som sker. Totalt triffar ddlan pa en vixt
1+24+3+2+3+1=12 ganger.
Varje vixt kan nas hogst en gang per dm. Totalt finns det 1 +2+ 3+ 4 4+ 5 = 15 dm véxt, vilket

betyder att 15 — 12 = 3 dm véxt inte nas av 6dlan da den striacker ut tungan rakt ut. Det kan
endast hdnda om vixterna sticker upp ovanfor det dversta trappsteget.

Titta nu pa 6dlan i den 6versta positionen. Den triffar endast pa 1 vixt. Det betyder att det bara
ar 1 vaxt som kan sticka upp O6ver det Oversta trappsteget, och den maste alltsa gora det med
3 dm. Detta #r bara mojligt om denna vixt dr den ldngsta (5 dm), och om den star pa position
E. Alltsa vet vi var den vixten star.

Titta nu pa var vixten med lingd 1 dm kan tédnkas sta.



e Den kan inte sta pa position A, for da ar det omdjligt for 6dlan i position 2 att triffa pa 2
vaxter.

e Den kan inte sta pa position B, for da &r det omdgjligt fér ddlan i position 3 att tréiffa pa 3
vaxter.

e Den kan inte sta pa position C. Det beror pa att édlan i position nummer 4 (som flyger
direkt 6ver tredje trappsteget) stoter pa 2 viixter, och ddlan i position nummer 5 stoter pa 3
viixter. Det gor att alla vixter som 6dlan i position nummer 4 stéter pa, ocksa maste striacka
sig upp till nér 6dlan &r i position nummer 5. Vixten pa position D kommer att hittas av
odlan i position 4, och maste darfor vara av lingd minst 2 for att sticka upp ytterligare ett
trappsteg.

Alltsa star vixten av lingd 1 pa position C.

Nu kan vi enkelt se att pa position D kan vi endast ha vixten av ldngd 2 - alla lingre vixter skulle
stota pa 6dlan da den dr lingst upp, men den far inte stéta pa nagon mer vixt dn den hogsta som
vi redan har satt ut pa position E.

Nu aterstar vixterna av 1lingd 3 respektive 4 dm. Men om viixten med ldngd 4 dm star pa position
A, kommer den bestkas av ddlan i position 4 men inte av édlan da den &r i position 5, och det
har vi redan konstaterat inte &ar tillatet. Alltsa star vixten med ldngd 3 pa position A, och vixten
med ldngd 4 pa position B.

Sammanfattningsvis:

e Vixten med lingd 3 dm star pa position A.
e Vixten med lingd 4 dm star pa position B.
e Vixten med lingd 1 dm star pa position C.
e Vixten med lingd 2 dm star pa position D.

e Vixten med lingd 5 dm star pa position E.

Vi kan ocksa enkelt verifiera att detta ger riatt antal viixter for varje steg 6dlan befinner sig pa.

Svar:
“1
E <3
D ¢2
c «3
B <2
A <1

Figur 1:
Poing:
Endast svar krdvs.
Alla vixter placerade pa ritt plats 3p
Delvis korrekt 16sning (se nedan) 1p



Delvis korrekta losningar som kan ge poing (max 1 poéng):

e Placerar vixten med lingd 5 dm pa position E.

e Inser att viixterna atminstone maste vara sa langa att alla de markerade platserna i figur 2
maste ha en vixtdel 1 sig.

e En dellosning kan endast ge podng om det inte finns nagra felaktigt placerade véxter eller
vixtsegment. Ar nagon vixt felaktigt placerad ger 16sningen inga poéng.

“1
X <3
X <2
X X X &3
X X €2
X <1
Figur 2:

#3.
Losningsforslag 1: Vad vet vi om ett fyrsiffrigt tal abed som &ér delbart med 187

e Talet ar jamnt, dvs d ar jamnt.
e Talet ar delbart med 9, s& dess siffersumma, &r delbar med 9: a + b+ ¢ + d &r delbart med 9.

Lat oss forst leta efter 16sningar mindre &n 3456, vilket dr det minsta talet med siffersumma 18.
Vi kan da begrinsa oss till att betrakta siffersummor som &r exakt 9.

Lat oss nu titta pa om siffrorna a, b, ¢ och d dr udda eller jimna. Vi har tre fall

1. Ett jimnt antal av siffrorna &r udda: Da kommer summan a + b + ¢ + d vara jimn, och kan
darfor inte vara 9.

2. Tre av siffrorna #r udda, och en dr jimn: Eftersom 3u + j dr delbart med 3, maste j vara
delbart med 3. De enda jamna siffrorna delbara med 3 &r 0 och 6.

e Om den jimna siffran &r 0, maste alla de udda siffrorna vara 1 pa grund av differenskravet.
Siffersumman blir da 3, vilket inte &r lika med 9.

e Om den jamna siffran dr 6, maste alla de udda siffrorna vara 5 eller 7 pa grund av
differenskravet. Siffersumman blir da minst 5+ 5+ 546 > 9.

Alltsa ar detta inte ett mojligt fall.

3. En av siffrorna dr udda (u), och tre #r jimna: Pa grund av differenskravet kan de jimna
siffrorna endast vara u — 1 och u+ 1. Detta betyder att siffersumman minst dr v+ 3(u—1) =
4u — 3. For att detta ska kunna vara lika med 9 far vi tva fall:

e u = 1: Da maste de jimna talen vara 0 eller 2, men da kan siffersumman som hogst bli
14242+2=7<9. Detta dr alltsa inte mojligt.

e u = 3: Da maste de jimna talen vara 2 eller 4. Det enda séttet som ger siffersumma 9
ar att alla &r 2:or.

Enda mojligheten &r darfor att vi har alla de tre jamna siffrorna lika med 2, och den udda
lika med 3 (2+2+2+3=09).

Vi har fyra mojliga fyrsiffriga tal med tre 2:or och en 3:a. 3:an kan inte vara sist, eftersom
talet da inte blir jdmnt. Alla de 6vriga tre talen har siffersumma 9, och slutar pa en 2:a,
vilket betyder att de alla &r delbara med 18. Det minsta av dessa tre tal dr 2232. Detta tal
ar ocksa mindre dn 3456, sa vi behover déarfor inte titta vidare pa fallen da siffersumman ar
storre &n 9.



Losningsforslag 2: Vad vet vi om ett fyrsiffrigt tal abed som &ér delbart med 187

e Talet dr jamnt, dvs d &dr jAmnt.

e Talet dr delbart med 9, sa dess siffersumma &r delbar med 9: a + b+ ¢+ d ar delbart med 9.

Eftersom abed ér ett fyrsiffrigt tal, kan vi inte ha ¢ = 0. Om det finns en 16sning dér a = 1 sa &r
den mindre &n for alla andra a > 2. Lat oss nu undersoka alla fall dir ¢ = 1 och vi har jdmna d:

e bh=0:
c=0:
d = 0: siffersumman 1+ 0+ 0+ 0 =1, dvs ej delbart med 9
c=1:
d = 0: siffersumman 1+ 04 1+ 0 = 2, dvs ej delbart med 9
d = 2: siffersumman 1+ 04 1+ 2 = 4, dvs ej delbart med 9
e bh=1
c=0
d = 0: siffersumman 1+ 140+ 0 = 2, dvs ej delbart med 9
c=1:
d = 0: siffersumman 1+ 14140 = 3, dvs ej delbart med 9
d = 2: siffersumman 1+ 1+ 1+ 2 =5, dvs ej delbart med 9
c=2
d = 2: siffersumman 1+ 1+ 2+ 2 = 6, dvs ej delbart med 9
e h=2
c=1:
d = 0: siffersumman 14+ 2+ 1+ 0 =4, dvs ej delbart med 9
d = 2: siffersumman 1+ 2+ 1+ 2 = 6, dvs ej delbart med 9
c=2:
d = 2: siffersumman 1+ 242+ 2 =7, dvs ej delbart med 9
c=3:
d = 2: siffersumman 1+ 2 + 3 + 2 = 8, dvs ej delbart med 9
d = 4: siffersumman 1+ 2 + 3 + 4 = 10, dvs ej delbart med 9

Dérmed har vi kommit fram till att a # 1, dvs a maste vara minst 2.

Om det finns en 16sning dér a = 2 sa dr den mindre &n for alla andra a > 3. Nu gar vi vidare pa
samma sitt med a = 2. Om vi ser till att hantera fallen pa samma sétt som ovan, dvs i ordning
fran minsta till storsta tal, sa vet vi att vi kan stanna sa snart vi hittar en 16sning som uppfyller
kravet, da detta da ocksa maste vara det minsta talet som gor detta.

An en gang, 1at oss nu undersoka alla fall dér a = 2 och vi har jimna d:

e b=1:
c=0:
d = 0: siffersumman 2 + 140+ 0 = 3, dvs ej delbart med 9
c=1:
d = 0: siffersumman 2+ 14140 = 4, dvs ej delbart med 9
d = 2: siffersumman 2+ 1+ 1+ 2 = 6, dvs ej delbart med 9
e h=2
c=1:
d = 0: siffersumman 2 + 24140 = 5, dvs ej delbart med 9
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d = 2: siffersumman 2+ 24142 =7, dvs ej delbart med 9

c=2:
d = 2: siffersumman 2 4+ 2 + 2 + 2 = 8, dvs ej delbart med 9
c=3:

d = 2: siffersumman 2 + 2 + 3 + 2 = 9, vilket &r delbart med 9

Vi har nu hittat det minsta talet som har siffersumman 9, dvs ar delbart med 9, och som dessutom
ar jamnt. Detta talet, 2232, dr dédrmed delbart med 18.

Svar: Koden till laset i Yins vixthus ar 2232.

Poing:
Endast svar ger inga poding. Motiveringar krdvs.

Omformulerar kravet pa delbarhet med 18 till att

siffersumman dr delbar med 9, och att sista siffran dr jimn +1p
Bestdmmer 2232 som minsta talet +1p
Komplett och strukturerad falluppdelning, eller andra tydliga motiveringar +1p

Losningsforslag 1: Forsta gangen drar hon en valfri sten av de 14 stenarna som ligger i pasen.
Sannolikheten &r lika stor for varje sort, och hon kan dra precis vilken som helst.

Nu tittar vi istéllet pa vad som kan hénda med sten 2. Denna gang finns det en extra sten i pasen,
dvs det 15 stenar i pasen. 3 av stenarna dr av samma sort som den forsta Yin drog, 12 av en
annan sort.

(a)

Sten 2 dr av samma sort som den foérsta stenen.
Sannolikheten att detta hinder ar % = % Om detta hénder spelar det ingen roll vad Yin
drar som tredje sten, det kommer helt sikert att finnas fyra stenar av samma sort i pasen

efter att stenarna lagts tillbaka efter den tredje omgangen. Total sannolikhet att detta hinder

ar alltsa ) )
- 1==-=20
5 5 %

Sten 2 dr av en annan sort som den forsta stenen.

Sannolikheten att detta hénder &r % = %. Om detta hinder maste Yin i den tredje rundan

dra en likadan sten som hon redan dragit i nagon av de tva forsta omgangarna. Nar hon ska
dra den tredje stenen har hon totalt 16 stenar i pasen (14 + 1 + 1). Av dessa dr 3 stenar
likadana som den forsta stenen hon drog, och 3 andra likadana som den andra stenen hon
drog. Totalt finns det alltsa 6 av de 16 stenarna hon kan dra som gor att hon far en likadan
sten som tidigare. Sannolikheten for detta &r 1—66 = %. Detta ger att sannolikheten att detta
fall héinder ar totalt 43 4.3 5

58 58 10 %
Sannolikheten att Yin har minst fyra stenar av en och samma sort i pasen efter den tredje
gangen &r diarmed totalt

20% + 30% = 50%

Poiing:

Endast svar ger inga poding. Motiveringar krdvs.

Beriaknar totala sannolikheten da forsta och andra stenen &r lika +1p
Beriaknar totala sannolikheten da forsta och andra stenen ar olika +1p
Berdknar den totala sannolikheten och har strukturerat och vélmotiverat resonemang +1p
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Losningsforslag 2: Det enda séttet for Yin att inte fa minst fyra likadana stenar &r att hon
inte far samma sorts sten nagon av de tre gangerna. Det betyder att hon skulle dra olika sten-
sorter varje gang. Fragan &r nu hur stor sannolikheten &r att hon skulle dra olika stenar varje
gang.

Forsta gangen drar hon en valfri sten av de 14 stenarna som ligger i pasen. Sannolikheten &r lika
stor for varje sort, och hon kan dra precis vilken som helst. Det intressanta &ar vad som hénder
sen:

Andra gangen finns det 15 stenar i pasen, och 3 av dem &r av samma sort som den forsta Yin
drog. For den andra stenen hon drar finns det alltsa tre stenar hon inte far dra igen (for att
dra olika stenar varje gang). Dérmed finns det 15 — 3 = 12 positiva utfall for den andra stenan.
Sannolikheten &r % att sten 2 dr av en annan sort &n den forsta.

Tredje gangen finns det 16 stenar i pasen, 3 av dem av samma sort som den forsta stenen Yin drog,
och 3 av samma sort som den andra stenen hon drog. Hon maste alltsa dra en av de 16 —3—3 = 10
10

resterande stenarna for att fa tre olika stensorter. Sannolikheten fér detta ar 16"

Sannolikheten att hon drar tre stenar av olika sorter ar

12 10 4 5 1
15 16 5 8 2
Dérmed &r sannolikheten 1 — % = % att hon dragit atminstone tva stenar av samma sort, och da
fatt minst fyra stenar av samma sort i pasen.

Svar: Sannolikheten att Yin har minst fyra stenar av samma sort i pasen &r 50%.

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Beriaknar sannolikheten for att den forsta och den andra stenen &r olika +1p
Beriaknar sannolikheten for att den tredje stenen &r olik de tva forsta +1p
Berdknar den totala sannolikheten och har strukturerat och vélmotiverat resonemang +1p

Losningsforslag 1: Lat oss rita ut den sjéatte och den sjunde halvcirkeln, enligt figur 3. Lat
A vara punkten dér de tva halvcirklarna mots, B startpunkten fér Yins steg, och C slutpunkten.
Vi sétter d&ven ut den sjitte halvcirkelns mittpunkt Og, och den sjunde halvcirkelns mittpunkt
O7. For att C ska vara punkten pa den sjatte halvcirkeln som &dr ldngst fran linjen mellan sanden

Os 07

Figur 3:



och gruset, sa maste det vara punkten dér halvcirkeln vinder tillbaka mot linjen. Detta betyder
att vinkeln COgB &r rit.

Vi dr intresserade av lingden av striackan BC'. Detta &dr hypotenusan i den ratvinkliga triangeln
COgB. |COg| &r radien i den sjiitte cirkeln, dvs 6 dm.

For att kunna ridkna ut |BC| maste vi dven veta |BOg|. Vi mérker nu att
|BOg| = |BO7| + |O7A| — [AOg|

Eftersom |BO7| = |O7A| = 7 (radien i den sjunde halvcirkeln), och |AOg| = 6 (radien i den sjétte
halvcirkeln), betyder detta att

|BOg| = |BO7| + |O7A| — |AOg| =7+ T7—-6=38

Detta betyder att den rétvinkliga triangeln COgB har kateterna 6 dm och 8 dm. Detta kénner
vi igen eftersom dessa kateter forhaller sig som i 3-4-5-triangeln, bara att de &r dubblade. Det
betyder att hypotenusan ocksa maste vara dubblad, dvs 2 -5 = 10 dm.

Svar: Yins steg dr 10 dm.

Losningsforslag 2: Lat oss rita ut alla halvcirklar (se figur 4). Vi vill finna lingden av Yins
steg, |BC|. Det ser vildigt mycket ut som att alla halvcirklarna i gruset har samma mittpunkt,
och att alla halvcirklarna i sanden har samma mittpunkt, samt att dessa mittpunkter befinner sig
pa avstand 1 dm fran varandra. Det riacker dock inte med att det ser ut sa, utan vi maste dven
bevisa det.

®

]/

o

Figur 4:

Lat oss kalla mittpunkten for en halvcirkel for O,, och mittpunkten for nésta halvcirkel O, ;1. Lat
oss kalla punkten dér halvcirklarna méts for A, /4. Alla tre punkterna ligger pa linjen [ som
separerar sanden och gruset, och O, O, ;1 ligger pa samma sida om A,, /11 (enligt beskrivningen
i uppgiften). Eftersom halvcirkel n har radie n och halvcirkel n 4+ 1 har radie n + 1, vet vi att
|0,,0n41| = Tnt1 —mn = (n+ 1) —n = 1. Dirmed ér skillnaden mellan tva pa varandra f6ljande
halvcirklars mittpunkter 1 dm.

Vi skulle nu kunna ga vidare och pa samma sétt visa att cirkel n och cirkel n+ 2 har exakt samma
mittpunkt. Det &r dock inte nddvéndigt for uppgiften eftersom vi endast behéver bry oss om den
sjatte och den sjunde halvcirkeln.

Lat oss nu betrakta Yins steg. Detta steg gar fran punken B pa linjen, till punkten C pa den sjétte
halvcirkeln. Punkten C &r sa langt fran linjen | som mdjligt, vilket betyder att den dr punkten
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som befinner sig precis halvvigs lings den halvcirkeln. Darmed é&r linjen OgC' vinkelréit mot linjen
I, och dérmed linjen OgB.

Detta betyder att Yins steg motsvarar hypotenusan i en rétvinklig triangel med kateterna OgB
och OgC.

|06 B| = |06 07| + |O7 B
Vi vet att |O7B| = 7 eftersom detta #r radien i den sjunde halvecirkeln. Dessutom vet vi att
|O6O7| = 1, skillnaden mellan de tva mittpunkterna enligt ovan. Totalt blir |O¢B| =741 = 8 dm.
|O6C| &r radien i den sjétte cirkeln, dvs 6 dm.

Nu kan vi rdkna ut lingden av hypotenusan, | BC|, som ocksa ér lingden av Yins steg. Pythagoras
sats ger oss
|BC|? = |06 B|* + |06C|* = 8 + 67 = 64 + 36 = 100

dvs ldngden av Yins steg &dr v/100 = 10 dm.

Svar: Yins steg ar 10 dm.

Poing:
Endast svar ger inga podng. Motiveringar krdvs.

Kommer fram till att de tva sista cirklarnas mittpunkter dr 1 dm ifran varandra +1p
Kommer fram till att Yins sista steg kan beskrivas som hypotenusan

i en ratvinklig triangel dér den ena katetern dr 6 dm +1p
I 6vrigt korrekt och tydlig 16sning +1p

Losningsforslag: Eftersom en femtedel av mynten och sedlarna &r femtiolappar, sa maste det
totala antalet mynt och sedlar vara delbart med 5.

Eftersom en fjirdedel av mynten och sedlarna &r tiokronor, sa maste det totala antalet mynt och
sedlar vara delbart med 4.

Eftersom tva sjundedelar av mynten och sedlarna &r femkronor, sa maste det totala antalet mynt
och sedlar vara delbart med 7.

Det totala antalet mynt och sedlar maste dirmed vara en multipel av 4, 5 och 7. Den minsta
multipeln av dessa faktorer &r den som ocksa ger den minsta totalsumman. Den minsta multipeln
ar4-5-7=140.

Da antalet mynt och sedlar &r 140:

e Av de 140 mynten och sedlarna &r 140/5 = 28 femtiolappar. Deras virde dr 28 - 50 = 1400
kr.

e Av de 140 mynten och sedlarna dr 140/4 = 35 tiokronor. Deras vérde &r 35 - 10 = 350 kr.
e Av de 140 mynten och sedlarna &r 140 - 2/7 = 40 femkronor. Deras vérde &r 40 - 5 = 200 kr.
e Nu aterstar 140 — 35 — 28 — 40 = 37 tvakronor. Deras vérde ér 37 - 2 = 74 kr.

Totalt har alltsa Yin mynt och sedlar till ett minsta virde av

1400 4 350 4 200 + 74 = 2024 kr

Svar: Mynten och sedlarna i Yins pase dr minst viarda 2024 kronor.

Poiing:

Endast svar ger inga poding. Motiveringar krdvs.

Inser att antalet mynt maste vara delbart med 4, 5 och 7 +1p
Bestammer att minsta vérdet uppnas med 140 mynt och sedlar +1p
Bestdmmer totalsumman och har i 6vrigt goda motiveringar och tydlig 16sning +1p



